FORMULARIO CADENAS DE MARKOV

Fuente: F. Hillier - G. Lieberman: Introduccién a la investigacion de operaciones. Sexta
edicién. Ed. Mc-Graw Hill.

Proceso estocastico.

Un proceso estocastico es una coleccion indexada de variables aleatorias Xy, ¢ con valores

en algiin conjunto 7. En adelante T' = 1,2,..., el conjunto de los nimeros naturales.

Consideraremos variables aleatorias X; que tienen soporte discreto comun para todas.

Estados del proceso estocastico.

Los valores que pueden asumir las variables aleatorias X; los etiquetaremos 0,1, 2, ..., M,

y se denominan estados del proceso estocéstico.

Propiedad de Markov.

Un proceso estocéstico { X } tiene la propiedad de Markov si

Prob{XtJrl = j | Xo = ko,Xl = ]Cl, ...,Xt,1 = ]thl,Xt = ’L} = PTOb{Xt+1 = j | Xt = ’L}

Es decir, la probabilidad condicional de un evento futuro dado el evento actual, es inde-

pendiente de los eventos pasados.

Probabilidades de transicion.

Las probabilidades condicionales del cambio del estado i al estado j en un paso o unidad

de tiempo Prob{X;y1 =j | X; =i} se denominan probabilidades de transicién.

Probabilidades de transicion estacionarias.

Las probabilidades de transicién son estacionarias (de un paso) si cumplen la propiedad
Prob{X;y1 =35 | Xy=i}=Prob{X1 =35 | Xo=1i} paratodo t

En tal caso se denotan p;;.
Propiedad: Si las probabilidades de transicién (de un paso) son estacionarias, entonces se
cumple que

Prov{Xisn=37 | Xi=i} =Prob{X, =7 | Xo=i} para todo ¢

Estas probabilidades de transicién se denominan probabilidades de transicion de n pasos

(n) 1 _
i Observar que Dij = Pij-

y se denotan p



Propiedad:

Cadena de Markov.

Un proceso estocastico que cumple con la propiedad markoviana se denomina cadena de markov.

En adelante se consideraran solo cadenas de Markov estacionarias.

Matriz de transicion de un paso.

Si pij es la probabilidad de transicién del estado i al estado j, (0 < 4,5 < M), entonces

pPoo Po1 -~ DPoM
p— pPio P11 .- DPiM
pPmo PmM1 -+ PMM

se denomina matriz de transicién, o matriz de probabilidades de transicién de un paso.

Propiedad: Observar que las filas de la matriz de transicién suman uno.

M
> pi=1
j=0

Matriz de transicion de n pasos.
(n)
ij

pasos, (0 <i,j < M), entonces la matriz P™) que contiene todos estos valores se denomina

De forma andloga, si p;.” es la probabilidad de transicién del estado ¢ al estado j en n

matriz de transiciéon de n pasos.

Propiedad: La matriz de transicién de n pasos P se puede obtener multiplicando la

matriz de transiciéon de un paso P, n veces:
p®W—=p.p.p....P=pP"

En general,
p) — pm) | p(n—-m)

para 0 < m < n.



Si se toman los elementos (i,j) de esta tltima igualdad, se tienen la ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

M

(n) (m) _(n—m)

bi;m = E pzk P,
k=0

para todo 7,7,n, y 0 < m < n.

Probabilidades incondicionales.

Para conocer las probabilidades incondicionales de alcanzar un estado j, en n pasos, es

necesario conocer las probabilidades marginales del estados inicial. Sean estas
QXO(i) :PTOb{XO :’i} i:0,1,2,...,M

Entonces
M
Prob{X, = j} = 3 Qx, (1)’
i=0

Si se define el vector

[ Qx,,(0)
Qx,, (1)
(m) _

| @x,.(m) |

entonces la igualdad anterior se puede expresar en forma vectorial,

¢ = ¢© p)

Estados accesibles.

(n)

Un estado j de una cadena de Markov es accesible desde un estado i si p; J

n > 0.

> () para algin

Estados que se comunican.

Si el estado j es accesible desde el estado i, y el estado ¢ es accesible desde el estado 7,

entonces estos dos estados se comunican.

Propiedades:

1) Todo estado se comunica consigo mismo (reflexividad).

2) Si 4 se comunica con j, entonces j se comunica con ¢ (simetria).

3) Si i se comunica con j y j se comunica con k, entonces i se comunica con k (tran-
sitividad).



Las tres propiedades anteriores indican que la relacion comunicarseés una relacién de equivalencia

en el conjunto de todos los estados de una cadena de Markov. Por lo tanto define una par-
ticién en este conjunto, en que cada clase contiene los estados que se comunican entre si.

Si dos estados no se comunican, estan en clases diferentes.

Cadena de Markov irreductible.

Si existe una sola clase, es decir, si todos los estados se comunican, entonces la cadena de

Markov es irreductible. En tal caso cada estado puede ser alcanzado por todos los demaés.

Conjunto cerrado de estados.

Sea C un conjunto de estados. C es cerrado si cuando el sistema cae en uno de los estados

de C, permanece para siempre en algin estado de C.

Estado absorbente.

Un estado 7 es _absorbente, si p;; es 1. Es decir, si cuando el sistema cae en el estado ¢, no

vuelve a salir de él. Es un caso especial de conjunto cerrado, en que el conjunto contiene

solo el estado 1.

Primer retorno.

El primer retorno al estado j consiste en que el sistema esta en el estado j y después de

uno o mas pasos vuelve al mismo estado.

Propiedad: Sea f](;l) la probabilidad de que el primer retorno al estado j se produzca en
el paso n-ésimo.

Sea f;; la probabilidad que alguna vez el sistema retorne al estado j.

Entonces
o ()
fii =215
n=1

Tiempo medio de retorno o de recurrencia.

Es el tiempo esperado p; hasta el primer retorno al estado j, y estd dado por

S nf si L=, 1 =1
Hjij =
o0 st fjj = 2211 fj(;l) <1



Estado nulo.

Un estado j es nulo si 1;; = oco. Es no nulo si p;; < oo.

Estado periédico.

Un estado j es periddico con periodo ¢ si es posible un retorno sélo en los pasos t, 2t, 3t, ....

Esto significa que f](;l) = 0 siempre que n no sea divisible por t.

Estado recurrente.

Un estado j es recurrente si f;; = 1.

Cadena de Markov ergddica.

Una cadena de Markov es ergddica si todos sus estados son no nulos, no periddicos y

recurrentes.

Propiedad: Las cadenas de Markov ergddicas cumplen la siguiente propiedad: El limite

(n)

3 n . . . o e . . .
lim,, ¢ p;; existe y es independiente del estado inicial . Lo denominaremos 7;:

_ (n)
T = Hm pij

Las probabilidades limites 7; se denominan probabilidades de estado estable.

Propiedad: Si los limites anteriores existen, entonces
LS~ 8
, kY _
Jim (] ;pw‘ )=

Ecuaciones de estado estable.

Las probabilidades de estado estable 7; satisfacen las ecuaciones de estado estable

M
T = E TiDij
i=0

donde

M
E m=1
i=0

Son, en total, M+2 ecuaciones con M+1 incégnitas. Una de las primeras M+1 ecuaciones

depende de las otras.



Propiedad: Las probabilidades de estado estable se relacionan con los tiempos medios de retorno

de la siguiente manera:

Tiempo medio de primera pasada.

Es el tiempo esperado p;; hasta que el sistema llega al estado j, desde el estado .

El tiempo medio de retorno es un caso especial del tiempo medio de primera pasada, en

que 7 = j.
Sea fl.(f) la probabilidad de que la primera llegada del sistema al estado j desde el estrado

i, se produzca en el paso n-ésimo. Sea f;; la probabilidad de que el sistema llegue alguna

vez a j, partiendo de 1.

El tiempo medio de primera pasada estd dado por

Seeandy)sio fy=SoL g =1
Hij =
o0 5t fij = 2211 Z(]n) <1
Si fii =00, Z-(j") =1, es decir, si el sistema va a llegar a j, desde ¢, con probabilidad
1, entonces se cumple la relaciéon

M

pij =1+ Z PikHkj
k=0,k#j

Costo promedio por unidad de tiempo.

Sea C'(X;) el costo, o pérdida, de que el sistema esté en el estado X;, en el tiempo ¢. Se

asume que es independiente de ¢, y por lo tanto puede tomar valores C(0),C(1),...,C(M)

El costo promedio por unidad de tiempo, es el costo esperado

T

Propiedad
o0 M
Jim B[L " 0(x)] = Y mon)
t=1 j=0



